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MPD-Ringkanalstromungen in gekreuzten Fremdfeldern
fur willkiirliche Hall-Parameter
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MPD Annular Duct Flow in a Crossed-Field Device for Arbitrary Values of the Hall Parameter

The steady, supersonic, barotropic, and inviscid flow of a rarefied gas plasma through an
axisymmetric crossed-field device (imposed axial electric field and radial magnetic induction) is
being analyzed, for arbitrary values of the Hall parameter. A previously developed perturbation
method is used to obtain closed form solutions for the electric current density, flow velocity, and
mass density within the annular duct. Conditions for optimal values of the Hall parameter are given.

1. Einleitung

In Fortsetzung einer fritheren Arbeit?! iiber Frei-
strahl- und Rohrstrémungen eines verdiinnten baro-
tropen Gasplasmas im ..gestreckten® Fremdmagnet-
feld mit axialem elektrischem Feld bei schwachem
Hall-Effekt wird im folgenden die durch gekreuzte
Fremdfelder beeinflufite Ringkanalstromung fiir be-
liebige Werte des Elektronen-Hall-Parameters v
theoretisch untersucht. Bei derartigen axialsymmetri-
schen Anordnungen bedient man sich i. allg. eines
Topfkernmagneten zur Erzeugung der (im Idealfall)
rein radialen fremdmagnetischen Induktion
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Solche ringformigen Hall-Beschleuniger diirften bei
der Entwicklung von Raumfahrttriebwerken 2 (z. B.
fiir Lageregelungssysteme) von Interesse sein.

Zwecks Straffung der Darstellung wird eine wei-
testmogliche Anlehnung an Verfahrensweisen und
Bezeichnungen von ! angestrebt. So wird unter der
Annahme kleiner magnetischer Reynolds- und Druck-
zahlen (verglichen mit Eins) wieder die dort dar-
gestellte Linearisierungsmethode fiir die dimensions-
los gemachten Grundgleichungen der Magnetogasdy-
namik verwendet. Im tibrigen sei fiir eine ausfiithrli-
chere Darstellung auf den Bericht® verwiesen.

2. Problemstellung und Grundgleichungen

Es wird die stationére und reibungsfreie Stromung
eines barotropen Lichtbogenplasmas in der in Abb. 1
schematisch dargestellten ringférmigen und axial-
symmetrischen Anordnung (Innenradius 7, Aufen-
radius R) untersucht. Die Mantelrohre seien nicht-
leitend und unmagnetisch. Zwischen den beiden im
Abstand L befindlichen angenihert etwa durch
Drahtnetze realisierbaren — Aquipotentialflichen
bestehe die Potentialdifferenz 7. Die Uberschall-
Einlaufgeschwindigkeit ©°°{0, 0, ?2” . 2‘20 = const,
im Querschnitt 2=0 wird vorgegeben, ebenso die
Dichte 3% =const dort. Gesucht sind elektrische
Stromdichte j, Stromungsgeschwindigkeit ¥ und
Massendichte § des Plasmas im Ringraum

7y <+ <R.

Siamtliche Materialkoeffizienten werden konstant
angenommen. Im verallgemeinerten Ohmschen Ge-
setz werden der Ionenschlupf sowie der Gradient des
Elektronengaspartialdruckes Aus-
gangspunkt fiir die Untersuchungen bilden die in !

vernachlassigt.
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MPD-Ringkanalstrémungen in Fremdfeldern
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Abb. 1. Schematische Darstellung der Ringkanalanordnung.

angegebenen dimensionslosen magnetogasdynami-
schen Grundgleichungen (8) — (12) und (18) mit
den Parametern (15) — (17).

Die Bedeutung der — stets positiven — dimen-
sionslosen Kennzahlen v, M, S und R, ist unverén-
dert gegentiber '. Wihrend jedoch die magnetische
Druckzahl S und die magnetische Reynolds-Zahl R,
wiederum klein gegen Eins angenommen werden,
sind die Anstrom-Mach-Zahl M >1 und — abwei-
chend von ! auch — der Hall-Parameter vy hier be-
liebig wéhlbar.

Die axialsymmetrische — notwendig quellen- und
wirbelfreie — fremdmagnetische Induktion B soll
im Ringbereich verabredungsgemif} nur eine Radial-
komponente B, besitzen. Sie wird durch den Vek-
tor

ﬁoo/éo =B%—{cr,/r, 0,0},
-1Z5c¢Z1, (1)
festgelegt, dessen maximaler Betrag | B®| =1 an der
Innenwand des Ringbereiches angenommen wird und
der fiir ¢>0 (<0) nach aulen (innen) weist 3.

Auf Grund der geometrischen und physikalischen
Voraussetzungen liegt ein axialsymmetrisches Pro-
blem vor.

Die Linearisierung der Grundgleichungen erfolgt
wieder durch Entwicklung der unbekannten Feld-
groflen in Doppelreihen nach den Parametern R,

und S:
U—U%_4+R, UM +SUY+R,2UM R, S U0
+S2pw0 |, (2)
U=p0,v,B,j, ®
und anschlieBenden Koeffizientenvergleich 1.

Von den durch magnetogasdynamische Wechsel-
wirkungen ungestorten Losungen fiir den Grund-
zustand (mit R, =S=0):

v=0v°-{0,0,1}, (3)
e=¢"=1 (4)
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abweichende Ergebnisse werden erst dann erhalten,
wenn die Lorentz-Kraft im Impulssatz Berticksich-
tigung findet. Dazu miissen mindestens noch die

Glieder in R, S mitgenommen werden. Es folgt
dann:
oL 10 _ o0t _ 100 7 —p,v. (5)

Beschrinkt man sich auf eine Storungsrechnung
erster Ordnung in 0 und v, so ergibt sich weiter aus
dem Koeffizientenvergleich fiir die Storgrofien o0
und v"°:
v ‘ (1)010 - 9010 vOO) =0, (6)
(V90-57) 0010 4 (1/M2) T/ 0010 — jO0 »c B9,  (7)
wobei j% aus dem verallgemeinerten Ohmschen Ge-
setz fiir den Grundzustand
FOO=[1/(1 +y2 BY*) 1 { — X/ @00 4 00« B0
L[ DY _ 00y, BO0] 5, BOO (8
— 2 (/% ooy Boo)

zu ermitteln ist.

3. Elektrische Stromdichte

Zunichst wird das elektrische Potential @9 fiir
den Grundzustand berechnet. Dazu setzen wir (8) in

v . ]'00 =0 (9)
ein und erhalten unter Verwendung von (1), (3)
und (4) die folgende elliptische Differentialglei-
chung:
[1+ (yere/r)? 1 (Pl + (1/r) DY) + P2 =0.
(10)
(Hier und im folgenden wird die abkiirzende Schreib-
weise W ,, = C2W [z Sy verwendet.)
Fiir verschwindenden Hall-Effekt ist (10) die La-
placesche Differentialgleichung.
Die Begrenzungsflichen z=0 und z= L sind vor-
aussetzungsgemil im Bereich ry < r < 1 Aquipoten-

tialflichen. Da zwischen ihnen die Potentialdifferenz
- 00

V= 17/(11 3 BO R) bestehen soll, kann o.E.d. A. ge-

setzt werden:
P (r,0) =0, (11)
DO, L)y=V fir r,<r<1. (12)
Auf den Mantelflichen r =rj und r =1 muf} die Ra-
dialkomponente der elektrischen Stromdichte j{° ver-

schwinden. Dies fiithrt zu den restlichen Randbedin-
gungen

D (ry,2) =0,
D (1,z) =0 fiir

(13)

0<:<L. (14)
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Man stellt fest, daf} eine die Randbedingungen (11)
bis (14) befriedigende Losung von Gl. (10) nicht
von r abhingen kann, so daf} sich

@O0 — PO () =z V/L (15)
ergibt.

Setzt man nun (1), (3) und (15) in das Ohmsche
Gesetz (8) ein, so erhilt man fiir die Komponenten
der elektrischen Stromdichte im Grundzustand die
folgenden von der Axialkoordinate z unabhingigen
Ausdriicke:

i =0, (16)
jot =crg(L+wV/L) r/ (PR +v2ry?), (17)

JR = (=VIL+yEr2[r?) [ (r2+y2c2ry?). (18)

;00

o
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Y=50
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0 02 0,4 06 08 , 10

Abb. 2. Radialabhdngigkeit der Azimutalkomponente der
elektrischen Stromdichte.

Abbildung 2 vermittelt — fiir einen typischen Fall —
einen Uberblick der r-Abhingigkeit von ji". Diese

Funktion besitzt fiir { = {} an der Stelle r=vy|c|r,
« fMaximum Minimum
€11 \Minimum } (bZW- {)l:lximum})

j* (wlelry) =sign(c) [(L+ywV/L)/2vy]
fir V> —L/y  (bzw. V< —L/y);
die Extremwerte konnen sowohl innerhalb als

auch auBlerhalb des allein interessierenden Bereichs
ro <r <1 liegen.

j% st eine fiir V> —Ljy (V< —L[y) mono-
ton fallende (steigende) Funktion von r, derart daf}

IRE0 fiir 1= | ey Ve LIV,
Fir V<0 gilt stets: i 0.

K. Robert

Wihrend das Vorzeichen der Azimutalkomponente

jo" auch von der durch ¢ definierten Richtung der
Induktion B abhiingt, ist die Axialkomponente j."

hiervon unabhingig, denn in (18) geht nur ¢ ein.

4. Losung der Bewegungsgleichungen

Durch Einsetzen von (1), (17) und (18) in (6)
und (7) ergibt sich fiir die Bewegungsgleichungen
in Komponentenschreibweise:

ol + (1fr) o0 40020 210 0, (19)

o0 4 (1/M2) g =0, (20)

OB = (= VIL+p ) eror/ (2 4y cred),
(21)

v2:” + (1/M2) o2'°

=—Q+yV/L)Ar/[(rP+vy2c?ry?). (22)

Die Differentialgleichung (21) fir die Azimutalkom-
ponente der Stérgeschwindigkeit 4'"kann unmittel-
bar integriert werden. Dies liefert bei Beriicksichti-

gung der Anfangsbedingung v§'’(r, 0) =0:
vy (1, 2) (23)
=(=V/L+ywc2r3fr®) crorz/(r2+y?clry?).

Der in z lineare Ausdruck fir v§'° setzt sich i. allg.

additiv aus zwei Anteilen zusammen, von denen nur
der eine von der Potentialdifferenz V' abhiingt, und
verschwindet bei verschwindendem Fremdmagnetfeld
(c=0). Im folgenden sei ¢>0 vorausgesetzt, die
Uberlegungen fiir ¢ <0 erfolgen analog. Fiir ¥ <0
ist v§'° dann in 0 <z < L positiv fiir alle r; wiihlt
man dagegen V' >0, so erfihrt v§'" an der Stelle
ro=cry Vi L/V eine Vorzeichenumkehr, wobei je-
doch nur dann ry<r, <1 gilt, wenn noch die Unglei-
chung 1<cVy L/V<1/ry erfiillt ist. Im letzteren
Fall rotieren also die dulleren Plasmaschichten an
jeder Stelle 0 <z < L mit umgekehrtem Drehsinn
wie die inneren, siche Abbildung 3. Auch bei ver-
schwindendem Hall-Effekt existiert fiir endliche Werte
von V' (und ¢) eine mit wachsendem r nunmehr
monoton steigende bzw. abnehmende Umfangsge-
schwindigkeit, je nachdem ob V' negativ oder positiv
1st.

Zu bemerken bleibt noch, dafl auch hier wieder
o0 im Gegensatz zu den restlichen Storgréfien
v, 92" und 00, s, u. — von der Anstrom-Mach-

Zahl M unabhiingig ist ** .

v
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0 o1 (g, 2) =0, (28)
4 ; 1% (1,2) =0, fir 0<z<L. (29)
\ w Mit Hilfe des Eigenfunktionenverfahrens® gewinnt
e ] T ve0 man nach lingerer Rechnung? als den Randbedin-
:0 L‘L | \l;-§,5~wi =~ gungen angepalite Losung der Differentialgleichung
01T =10 v-10 —] (27):
z=1L $=3

10 (r,z) = — 2 E{p; sm22(S }R ()5

, i >

S =152 .,.5 (30)
-4 i = . 5
S Ty=0s wobei 0 =VYM?>—1
| . . ) . .
0 02 0,4 06 08 , 10 Die Eigenwerte Z,,, =1, 2, ..., geniigen der Sé-
. kulargleichung
Abb. 3. Radialabhingigkeit der Azimutalkomponente der

Storgeschwindigkeit. Jl (2, ro) Yl (l) o ]1 (/) Yl (2 ro) —0, (31)

worin J; und Y, die Besselsche bzw. Neumannsche

Zur Ermittlung der eben genannten drei Storgro- .
° ° Funktion 1. Ordnung sind. Die Zylinderfunktionen

Ben 16st man das Gleichungssystem (19), (20) und

(22) nach der Radialkomponente der Storgeschwin- R.(r) = J,(2ur) —[J1(2) Y1 (A)] Yy (Aur)
digkeit ' auf, wobei hier die folgenden Anfangs-
bedingungen zu beriicksichtigen sind: geniigen der Orthogonalitatsrelation

o' (1.0 -0, (24)

1

erM(r) Rv(r) dr :N}t2 (S[“' ’

vglo (7', 0) :07 (25) B

- B <, < wobei d,, das Kronecker-Symbol bedeutet und das

o (r,0) =0, fir rosrs1. (26) Quadrat der Normierungskonstanten N, sich wie
folg ibt:

Man erhilt dann 3: olgt ergibt

o2+ (1/r) o — (1) of'® — (M2—1) o0 TPt 1 1

o 2 2 2 . 2Y2 “ T 2 Y (/u) Ylg(;'/z r())

= -2 +yV/L) Srr/(FPF+y? 2?2 (27)

] Fir di 1
Die lineare partielle Differentialgleichung (27) ist iir die Konstanten @, gilt

vom hyperbolischen, parabolischen bzw. elliptischen Pu=—2+ywV/[L) r2A,/N.2, (32)
Typ, je nachdem ob die Mach-Zahl M grofler, gleich
bzw. kleiner als Eins ist. Wir behandeln hier nur
den Fall M >1. Um die Gl. (27) eindeutig losen zu
konnen, werden noch zwei Randbedingungen fiir »9'° A 2 R

benotigt; wegen der Undurchdringbarkeit der Man- A,= \ " R, (r)

=) (gytetng?)e
telflachen lauten diese wie folgt: 2 T 0

wobei A, Abkiirzung fiir das folgende nicht elemen-
tar losbare Integral ist:

dr.

Unter Verwendung von Gl. (30) erhélt man bei Beriicksichtigung der entsprechenden Randbedingungen fiir
die Axialkomponente der Storgeschwindigkeit 3

2 2 12z o) yl ] A
0 (r,2) = — Pl (l +y V) - | + (31 > (.ﬁ“ ( sin (5“ 7= z) []0(2‘1 r) = J1(%) Yold,r)
\ “

02 L)r?+y?c®ry? VAV Y (1)
(33)
und fiir die Stordichte 3
02 +1 4 c2ryz < ® ((3 LA, J.(2) . }
010 g 0 n" i 5 1\ u
i O R {(u], L) rer bRl et T ) Jolr) = 3 Yothur) ]

(34)
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5. Diskussion der Ergebnisse

Wir befassen uns hier nur noch mit den Storgro-
Ben v, 9% und 0°1°, Diese verschwinden simtlich
fir ¢=0 (kein Fremdmagnetfeld). Bemerkenswert
ist ferner die Tatsache, daf} in ihnen die Axialkom-
ponente der elektrischen Feldstirke 7'/L nur multi-
plikativ gekoppelt mit dem Hall-Parameter v auf-
tritt. Bei verschwindendem Hall-Effekt sind also in
unserer Niherung die genannten Stérungen von der
Spannung V' unabhingig und hingen nur noch vom
dufleren Magnetfeld B% ab.

Fiir V' = — L/ verschwinden mit j§° die Stérun-
gen v, v und ¢°1° identisch, nicht jedoch v§'’,
das von j:° abhingt. Fiir positive Werte von V wer-
den also 20!, v9'° und p1° bei Anderung allein von

1 im allg. ihr Vorzeichen nicht wechseln.

00

Kehrt man die Richtung der radialen fremdmagne-
tischen Induktion B um (c— —c¢), so bleibt dies
ohne Einfluf} auf die genannten drei Stérungen, da
in ihnen nur ¢? auftritt. Dies ist physikalisch ein-
leuchtend, denn — gemaf (1) und (17) — wechselt
mit B auch j3° sein Vorzeichen.

Weitere Informationen konnen nur aus einer nu-
merischen Analyse der Losungen (30), (33) und
(34) gewonnen werden. Diese wurde fir Parame-
terwerte in den typischen Bereichen 0,2 < ry < 0,8;
0S9w£1000%; —1ZV/ILL1; —1Z5c¢cE1;
1,1 £ M £ 20 durchgefiihrt.

219 (2) zeigt generell fiir ry<r<1 den in Abb. 4

Ur

fiir ry=0,4; M =2,0 und v =0,0 bzw. 2,5 darge-

K. Robert

stellten quasi-periodischen Verlauf. Die ,,Wellen-
linge* A erhidlt man — bei Vernachlissigung der
Summanden héherer als erster Ordnung in (30) —
aus der Beziehung

A—22yM2-1/)y, (35)

wobei Z; die erste Wurzel der Sikulargleichung (31)
bedeutet. .1 hingt also nur von der Mach-Zahl M
und vom Innenradius ry ab. Die Betrdge der Extrem-

werte von v9'%(z) sind — gemiB (30) — von M
unabhingig, sinken jedoch etwas fiir wachsende r,

und vor allem auf Grund von (32) kontinuierlich
bei steigenden Werten von . Der Hall-Effekt hat
also u. a. die fiur die praktische Anwendung in Be-
schleunigungsgeriten interessante Wirkung, die im
allgemeinen storenden durch das Fremdmagnetfeld
hervorgerufenen Radialgeschwindigkeiten weitgehend
zu reduzieren.

Aus (33) ist ersichtlich, daB} +9' sich additiv aus
zwei Anteilen zusammensetzt: einem summenfreien,
in z linearen und r*> umgekehrt proportionalen An-
teil —{ sowie einem quasi-periodischen Summen-
term 7, der etwa von der gleiche Groflenordnung wie
"’ und dessen ,,Wellenlinge“ A ebenfalls durch
(35) gegeben ist:

010
vy = —C+7n.

Fiir festes r stellt sich ¢2'°(z) somit als eine Gerade
—{(z) durch den Ursprung dar, der (im Vergleich
zu [ C(L)|) betragsmiBig sehr kleine quasi-perodi-
sche Schwankungen 7 (z) tberlagert sind, s. Abb. 5.
(In den hier dargestellten typischen Fillen ist mit

c =1 M - 20
ro =04 V/L = -1
T B
¥=0 vy \ \ | | r=04
V— / | | r =06
ﬂ 2 T ) : Z(‘)‘_S

\Ysr -0,
0 i ’/TW\ ' T
[ 428 Ir=08 |
2 t t t : ! -
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9,10

Abb. 4. Radialkomponente der Stirgeschwindigkeit bei Uber-
schallanstrémung.

* Nicht erortert wird hier die Problematik, die in der Verwen-
dung des Einfliissigkeitsmodells fiir derartig hohe Werte des
Hall-Parameters liegt.

-12

r=04

0 1 2 10

Abb. 5. Axialkomponente der Storgeschwindigkeit bei Uber-
schallanstromung.
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dem verwendeten Malistab 7 zeichnerisch nicht zu
erfassen.)

Ahnlich ist die Situation fiir die Stordichte 010,
die gemall (33) und (34) wie folgt geschrieben
werden kann:

o= 40 M2y,

Wegen M?>1 ist hier jedoch der Schwankungsanteil
relativ groBer als fiir o0'° .

Zur Untersuchung der fiir das Problem bedeut-
samen funktionalen Zusammenhinge zwischen den
Storungen v2'" bzw. 0°1° und den Parametern ry,
M und v geniigt es, die entsprechenden Uberlegun-
gen allein auf den wesentlichen Anteil { zu beschrén-
ken, wodurch die Diskussion erheblich erleichtert
und tibersichtlicher wird.

Man stellt fest, dal { eine monoton zu- bzw. ab-
nehmende Funktion von r, ist, je nachdem ob V//L
groBer oder kleiner als — 1/y ist; fiir V/L= —1/y
verschwinden ¢ und 7 identisch.

Weiter ergibt sich, dal { monoton mit der An-
strom-Mach-Zahl M steigt bzw. féllt, je nachdem ob
V'/L kleiner oder grofer als — 1/ ist.

. 1 M:20
C = =2
L =04 L =10
r=rs
z=L
10
5_
0
410 L
-5 : .
0 5 10 15 20 y 25

Abb. 6. { in Abhingigkeit vom Hall-Parameter 1.

Etwas verwickelter ist die y-Abhingigkeit von {,
die in Abb. 6 fiir /L= —1, 0, 1 bei im iibrigen

gleichen Parameterwerten dargestellt wird. Die Funk-

K. Robert, Z. Naturforsch. 27 a, 500 [1972].

K. Schreitmiiller, DLR-FB 70-17 [1970].

K. Robert, DLR-FB 73-45 [1973].

H. Hasimoto u. G. S. Janowitz, Phys. Fluids 8, 2234 [1965].

N
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tion Z (1) besitzt — fiir >0 — nur einen Extrem-
wert an der Stelle

yYm=—LIV+V(LIV)2+ (r/erg)2, V =0.
Fir V>0 handelt es sich dabei um ein Maximum,
bei I/ <0 liegt ein Minimum vor; fiir V' =0 verlauft
Z(y) monoton fallend. Da ry <r <1 sein muB,
gilt:

Ay
T P
(L\2 1
+5) + G

An dieser Stelle sei noch auf folgenden scheinbaren
Widerspruch hingewiesen. Hielte man sich uneinge-
schrankt an die gelegentlich verwendete ,,makrosko-
pische” Definition des Hall-Parameters als einem
Maf} fiir das Verhélinis zwischen Hall- und Axial-
6, so miilte man eigentlich die Héochstwerte
von |j3°| und somit |2'°| und |0®°| (bzw. |])
fiir = ~ erwarten. Dal} dies hier nicht der Fall ist,
die fraglichen Extremwerte vielmehr an der Stelle v,
liegen und die erwidhnten Stérungen fiir v — o
sogar asymptotisch verschwinden, ist darauf zurtick-
zufiihren, dafl im verallgemeinerten Ohmschen Ge-
setz (8) der Term mit dem Faktor 1?2 innerhalb { }
— wegen \/ DY — (V/L) e. L B — verschwindet.
Diese Zwischenbemerkung als Hinweis darauf, daf}
bei Grofienordnungsabschatzungen auch der Vektor-
charakter der fraglichen Feldgrofen zu berticksich-
tigen ist.

strom

SchlieBlich sei noch auf den folgenden — fiir
etwaige Anwendungen interessanten — vom Hall-
Parameter abhingigen Effekt hingewiesen. Die
v21%(r)- und @"0(r)- [bzw. {(r)-]Profile an einer
festen Stelle z sind um so homogener, d. h. um so
weniger von r abhingig, je grofler v ist (s. Abbil-
dung 5). Denn je grofier v ist, um so weniger fallt
r? =< 1 gegeniiber 12 ¢®ry?> (¢+0) im Nenner von {

ins Gewicht, siehe Gleichung (33).

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft sei fir fi-
nanzielle Unterstiitzung gedankt.

5 R. Courant u. D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics,
1., Interscience Publishers, Inc., New York 1953.

6 G. W. Sutton u. A. Sherman, Engineering Magnetohydro-
dynamics, McGraw-Hill Book Co., New York 1965.



